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研究報告
放物型方程式に対するTrotter－Kato型近似
学習院大学理学部水谷
?
　最近，発展方程式の理論や数値計算の面で，Trotter－Kato型積公式を用い
た研究が盛んに行われている。この公式を形式的に対称の形で書くと
　　　　　　　e－t（A＋B）＝lim（e－tA／2”e－tB／ne｝tA／2n）n
　　　　　　　　　　　　　n→oo
となる。Rogava［2】は，放物型の問題に対して積公式のノルム収束を示し，
Ichinose－Tamura［3】は，その評価の改良を行った。この小論では，中間報告
の段階であるが，Rogavaの結果の『有限要素版』を考察する。
1　放物型偏微分方程式
　簡単のため，空間1次元の線形放物型偏微分方程式
　　　　　　働｛撫；ぐ
を考える。ここで，Jは区間（0，1）を表し，
　V（x）は0＜x≦1で正値連続かつ　V（x）≦墨　（M＞0，0≦P＜暑）
　と仮定する。
　　　　　　　　　　　D（A）＝H2（∫）∩Hδ（1），A＝一一　　　　　　　　dx2，
　　　　　BvニV（x）v，　D（B）＝｛v∈L2（1）；V（x）v（x）∈L2（1）｝，
　　　　　0＝A十β，　D（0）＝D（ノ1），
とおくと，初期境界値問題（E）はX＝L2（1）上の発展方程式
　　　　　　　　　du　　　　　　　　　冴＋（A＋B）u＝0，　u（0）＝u・・ （1）
となる。＿（A＋B）はX上の半群｛e－t（A＋B）｝t≧oを生成し，（1）の解はu（t）＝
e－t（A＋B）Uoと表すことが出来る。
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　数値的に解くことを考えると，Bがないときのnc　v（t，　x）＝（e’tAUo）（x）は
高速フーリエ変換により，また，Aがないときの解ω（t，　x）＝（e－tBito）（x）は
掛け算e－tV（x）物（x）により，共に容易に求めることができる。’I　r　otter－Kato
型積公式による近似解は，それら2つの操作を繰り返し実行することによっ
て得られるものである。
2　有限要素近似
　区間1を小区間に分割する：
　　　0＝Xo＜x1＜x2〈…＜τN＝1，　hニmω（（ω¢一¢乞一1）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≦i≦N
有限要素空間Xhを
Xh＝｛Vh（x）；Vh（x）は1で連続，各匿＿1，刎で1次式，　Vh（0）ニVh（1）＝0｝，
とおく。
　A，B，0の近似Ah，Bh，Ch：Xh→Xhを
　　　AhUh＝fh⇔（垢，）（h）＝（fh，）（h）　（∀）（h∈Xh），
　　　B・・h－f・’　oL’　v（x）u・（・）・・（・）・一（fh，・・）（∀）（・・E・Xh），
　　　Ch＝Ah十Bh，
により定め（（・，・）はL2内積），（E）の有限要素法による通常の半離散近似
（Eh）
o認齢¢謙似厨＝°・　（v’（h　E　Xh），
を考える。（Eh）の解（有限要素解）をUh（t）とすると次が成り立つ。
定理1初期関数をUo∈L2（／）とし，　u（t），Uh（t）をそれぞれ（E），（Eh）の解
とする。このとき，
　　　　　　　　　　　　　　　　h2　　　　　　11u（t）－Uh　（t）11・・（・）≦στ岡IL・（・）・（t＞0）・
が成り立つ。ただし，0はhに依存しない定数である。
　次に，Trotter－Kato型の近似を考える。（E）の近似解を時間の進行に従っ
て構成するために，t方向を小さな分割幅T＞0で等分割し，　Vh，T（0）＝　PhZLO
（PhはXhへの正射影）からはじめT，順次，近似nCVh，τ（7），Vh，r（2丁），…，Vh，T（n7），…
?
　　　　Vh，。（nτ）＝（・－7A／2e－TB・－TA／2）nPh・L。（n　＝＝　1，2，3，…），
により定める。このとき，つぎの評価式が成り立つ。
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定理20＜t＝nT≦Tに対して，
　　　　　　　llUh（n・）一蝋・・）11・・…≦・讐ll物ll即・・
が成り立つ・ただし，0＝OT＞0はh，7，　nによらない定数である。
　上の2つの定理を合わせると，次の結果が成り立つ。
定理3u（t）を（E？の解とし，　Vh，T（t）を「lr　otter－Kato型の近似解とする。
このとき，0＜t＝nT≦Tに対して，
　　　　11・（t）－v…（・）11L2…≦・（写＋fl・1・9・1）11・・11・…，・
が成り立っ。
　定理3は，初期関数Uo（x）が滑らかでなくても，放物型特有の平滑化に
より，t＝・nτ＞0に対して，収束の速さが導けることを示している。
　定理1の証明は，［1】に従って行う。定理2の証明は，基本的にRogava
の方法に従って行ったが，有限要素法の分数べきのノルム評価ではYagi－
Nakaguchi［4】を用いた。
　Rogavaの改良であるIchinose－Tamura【3］を用いれば，評価が改良できて，
　　　　（？）ll・（t）－v…（・）11L2…≦・（写＋Tl・1・g・・1）11・・11・・…，（・）
という評価が導けるものと思われる。実際h，Tをh2／τ＝定数の関係を保
ちながら，いろいろな（h，7）に対して数値計算を行ったところ，誤差はほぼ
0（γ）の結果が得られた。数値計算から判断すると，上の評価（2）が成り立っ
ているように思える。
　いままで空間1次元の場合を扱ってきたが，空間2次元の場合には，ポテ
ンシャル関数の仮定を，
V（x）＝O（lxl－P），　　（p＜5／4）
と変更すれば，上記定理3がそのまま成り立つことが確かめられている。
参考文献
［1］Fujita，H．，Mizuta皿i，A．，On仇e伽2亡e　element　method　for　pαrabotic〔塑α．
　tions，1：、4pproSimαtion　oゾholomorpんic　semi－groups，　J．　Math．　Soc．
　Japan　28，（1976），749－771，
［21Rogava，D．L，　Error　boundsプbT野o彦彦er－typeノ’ormulαsプbT　self．αdO’oint
　operators，　Funct．　An副s．　Application　27（1993）217－219，．
一4一
放物型方程式に対するTrotter－Kato型近似
［3］Ichinose，T．，Tamur亀H．，　Emor　estimate　in　operator　norm　for　7b，otter－－
　　Kαto　product　formula，　Integr．　Equ．　Oper。　Theory　27（1997）195－207．
［4】Yagi，A．，Nakaguchi，E．，凡〃　discrete　αpproStmαtion　for　chemotants，
　　preprint．
151野城哲也，矢吹大丞，修士論文，学習院大学大学院，（1998）．
一5一
